§7 Оптимальная фильтрация Колмогорова-Винера.

Уравнение Винера-Хопфа в частотной области.


Рассмотрим вопрос синтеза линейного фильтра, на вход которого поступает аддитивная смесь полезного сигнала 
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 и помехи
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, т.е. 
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где 
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 - стационарные случайные процессы с нулевым МО.

Структура рассматриваемой схемы имеет вид.
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Рис.2.7.1
Задачей синтеза является определение передаточной функции 
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 линейного фильтра таким образом, чтобы обеспечить наилучшее выделение полезного сигнала 
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 из смеси
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. Процесс выделения полезного сигнала будет тем лучше, чем меньше будет квадрат ошибки 
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 (дисперсия) на выходе элемента сравнения, т.е.
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В математическом смысле поставленная задача будет формулироваться следующим образом: нужно найти  передаточную функцию
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, которая минимизирует функционал (2.7.2), т.е. квадрат оценки между сигналами 
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 и
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Рассматриваемую линейную систему обычно называют оптимальной в смысле (2.7.2). При этом рассматриваются только установившиеся режимы работы фильтра.

Эту задачу удобно решать в частотной области. Поэтому потребуем, чтобы были известными следующие характеристики синтезируемой оптимальной системы:
1).спектральная плотность мощности полезного сигнала
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- изображение по Лапласу функции
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, M( ) – знак МО.

2) спектральная плотность мощности помехи
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3) Положим, что помеха и полезный сигнал не коррелированы, т.е. взаимные спектральные плотности мощности
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4) Также допустим, что известны изображения по Лапласу функций
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. Если обратиться к структурной схеме, величина ошибки на выходе элемента сравнения равна.
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Последнее равенство получено с учетом
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. Функционал (2) будет принимать минимальное значение, если
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 - достаточно малая случайная величина. Эти допущения необходимы для вывода уравнения Винера – Хинчина с необходимой инженерной точностью. Тогда уравнение (3) перепишется в виде 
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Умножим правую и левую части на z(-s) и перейдем к МО на бесконечном интервале времени. В итоге получим
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Обозначим через 
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- СПМ сигнала
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- взаимная СПМ сигналов 
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- некоторая неизвестная комплексная функция, нули и полюсы которой находятся в правой части комплексной полуплоскости. Перепишем уравнение (5) в компактном виде
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В уравнении (6) СПМ 
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 будут выражены в дальнейшем через известные СПМ 
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, поэтому их также можно считать известными, 
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- искомая (пока неизвестная) ПФ, все полюсы которой должны находиться в левой части комплексной полуплоскости (это условие необходимо доя обеспечения устойчивости фильтра).

Таким образом, для определения ПФ оптимальной системы необходимо решить уравнение (2.7.6). Уравнение (2.7.6) еще называют уравнением Винера – Хинчина в комплексной области.

Решение уравнения (6). Нетрудно заметить, что функция 
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 является четной, поэтому ее можно представить в виде произведения двух функций, одна из которых 
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 содержит все полюсы и нули в левой полуплоскости комплексной плоскости, а другая 
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 - в правой, т.е.
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Эта операция носит название факторизации.

Пример. 
Пусть 
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 - некоторые действ. коэффициенты, 
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 - четная.

Тогда 
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, где 
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Разделим все члены уравнения (2.7.6) на 
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Первый член в (2.7.7) имеет все полюсы в левой полуплоскости, т.к. сомножители 
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 обладают этим свойством по определению. Правая часть (2.7.7) имеет все полюсы в правой полуплоскости, т.к. 
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 имеет по определению все нули и полюсы в правой полуплоскости, причем нули функции 
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 стали полюсами правой части (7).


Второй член 
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 уравнения (2.7.7) имеет полюсы и нули как в правой, так и в левой части комплексной плоскости (напомню, что 
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 - в общем случае не является четной функцией). Поэтому подставим второй член левой части уравнения (2.7.7) в виде:
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 где 
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- имеет все полюсы в левой, а 
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- в правой полуплоскости. Вышеприведенную операцию называют операцией сепарации. Если 
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 - дробно-рациональная функция, то операция сепарации заключается в разложении функции на простые дроби, часть из которых будут иметь корни в левой, а другая часть – в правой полуплоскости комплексной плоскости.

Пример. Пусть 
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Решается система уравнений относительно А и В.
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Тогда
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Вернемся к уравнению (7). С учетом сказанного перепишем его в виде
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Оба члена этого уравнения имеют все полюсы в левой полуплоскости, а оба члена правой части уравнения – все полюсы в правой полуплоскости. Подобное разделение уравнения В-Х необходимо для того, чтобы получить ПФ
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, полюсы которой содержаться в левой части комплексной полуплоскости. Из теории функции комплексной переменной известно, что уравнение (8) имеет решение тогда и только тогда, когда правая и левая части уравнения тождественно равны 0, т.е.
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Из первого уравнения имеем, что искомое решение имеет вид
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Пример.
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где 
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Свяжем теперь функции 
[image: image81.wmf]()

zz

Ôs

 и 
[image: image82.wmf]()

zx

Ôs

 с известными СПФ - 
[image: image83.wmf]()

xx

Ôs

 и
[image: image84.wmf]()

nn

Ôs

. По определению для 
[image: image85.wmf]()

zz

Ôs

 имеем


[image: image86.wmf]()()(()())(()())

()limlim

()()()()()()()()

lim

()()()()()()

zz

TT

T

xxNxxNnnxxnn

zszsxsNsxsNs

ÔsMM

TT

xsxsxsNsNsxsNsNs

M

TTTT

ÔsÔsÔsÔsÔsÔs

®¥®¥

®¥

×-+-+-

ìüìü

===

íýíý

îþîþ

----

éù

=+++=

êú

ëû

=+++=+


Т.к.  x(t) и n(t) не коррелированы и 
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С учетом сказанного и уравнения (9) имеем окончательное решение
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